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数理統計学における射影  
関 本 年 彦  
はじめに   
た個の説明変数£1，…，霊たと1個の目的変数yからなる線形モデル  
y＝£1β1十…＋∬た晶  
を資料に当てはめ，最適な係数β1，…，晶を求めるのに最もよく用いら  
れる手法が最小二乗法である。この場合，線形性とはβ1，…，晶に関し  
ていうものであって，解析しようとする資料の特性に合わせて，∬1，…，諾た  
はそれらを変数とする適当な関数仇（諾1，…，∬た），‥．，gた（∬1，…，∬た）に置  
き換えることは往々行われるが，それでもβ1，…，晶に関して線形であ  
ることには変わりはない。また，指数関数や村数関数などを用いて簡単に  
（i）の形に還元できるような非線形モデルを用いることもよくある。しか  
しながら，最小二乗法の数理を考究する場面では，よりよい見通しを得  
るため（i）の線形モデルをその村象にするのが妥当である。  
与えられた資料  
∬11こr12 ‥・ ∬1た   
諾21こr22 ‥・∬2た  
£柁1こr〝2 ‥● 平成  
を少し加工した  
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となるが，これを(ii)の行列を用いて書き直すと
となる。最小二乗法は，係数βとして
図１　ベクトルｙの正射影ｚμ
の値を最小とするような
b = '(b,,…,仇）を採用す
るのであるが，このような
みを見出すのに，行列
X{'XX)一白Ｘで表される１
次変換がＸの列ベクトルか
ら生成される部分空間への
正射影であることを利用す
るところが，最小二乗法数
理の核心部分である。
モデル(i)に資料(ii)を当てはめたとき，りを誤差項として
を用いた方が議論が多少簡単になる1)。
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実際，行列x('xx)-^ 'Xで表される１次変換がＸの列ベクトルから生成
される部分空間への正射影であることを容認すれば，任意のｅｅ Ｒ'ｃに対
して!７-X('XX)一白Ｘ!／・Ｘごであるから，
　　1．準備
１．１　ユークリッド空間
　本論は，実ユークリッド空間刄″で議論を進める。刄は実数の集合，
刄〃はz1次元列ベクトル全体からなるベクトル空間である。以下では7『
を£とも書くことにする。£の要素は，
で，転置行列の記法を用いてこれを'(≪i, ai,…,ら）とも書く。α,（1≦
　　　　　　　　　　　　　　－123 －
ｊ≦０を前記ベクトルの第０座標という。£の要素で，第昌座標が１で
他の座標はすべてＯであるようなベクトルをらで表すと, e＼,…,らは
£の基底となるが，この基底を£の自然基底という。
　Ｚ＝でｒl,…,ら)，!/＝″(!/I，…,ぬ)∈£に対する内積は
　　　　　　　〈Ｊｄ/〉ニ咄!/ニJ1!/1＋J2!/2＋‥･＋貼Ｊｎ万　　　　　　　　(1)
で定義され］回＝ﾂﾞ伝‾耳はベクトルｘの長さまたはノルムとよばれる。
ノルムは以下の性質(ノルムの公理)を満たす：
　£から別のユークリッド空間/フヘの線形写像全体の集合を£(Ｅ;Ｆ)
で表すことにする。 Z,(Ｅ;Ｆ)は実数上のベクトル空間の構造をもつ。£
から£への線形写像を£の１次変換といい，£の１次変換全体の集合
を１(£)と記すことにする。£に基底を定めると１(£)と実数要素のz7
次正方行列全体の集合Ｍｎ万との間に１対１の対応が生じる。£(£)，肘。
両者ともベクトル空間であるが，Ｍｒハこおいて(（/)要素(1≦（/≦０
が１で他の要素はすべて０であるような行列を考えると，それらは基底を
成すからdimL (£)＝dim M。＝がである。さらに，£(£)ではｆ，８　Ｇ
£(£)に対して合成変換goyを考えることにより，またＭｎでは行列の
積を考えることによV)，Ｌ(£)，肘,づまともに多元環の構造をもつ。
1.2　双対空間
　ペクトル空間£の１次形式(£から7?への線形写像)全体からなる集合
はベクトル空間となるが，これを£の双対空間といい£’と記す。1
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次形式U3　Ｇ　Ｅ＊に限って，Ｘ　＆Ｅに対する値の通常の記法V?(cc)の代わ
りに宍Ｊとも書くことにする。£の基底伊1,J2,…,ら}に対して，冬
山≦ｊ≦○について１次形式回をX* ･Xj = 6ij(Kroneckerのデル列
(1≦ｿﾞ≦０によって定義すると, ＼Xi,X2,…,べ}は£＊の基底になるが2)
これを＼Xi, X2,…,ら}の双対基底という。
系　dim£＝dim£＊である。
註£＊の双対空間£＊＊については, |Xi,a;2,…,べ}の双対基底を{礼
絃…凪}とすると乳E→萌によって£＊＊は£と同形となるので，以降
混同の恐れがない限り£＊＊を£と同一視する。
　仰≡£に対して，Φ(!/)∈£＊を(ベクトル空間£を明示する場合にはΦｆと
記す)Φ(!/)･ｚ＝〈Ｊｄ/〉り∈£)によって定義すると，φ：£→Ｆは線形
写像であり，Φ(!/)＝OならばΦ(!/)･!/＝〈!/,!/〉＝|圈12＝Oであるから
y = 0,すなわちΦは単射である。さらに, dim£＝dim£* =nよりΦ
は全射であり，したがって線形同形であることがわかる。そこで，Φの
逆写像を甲(ベクトル空間£を明示する場合にはΨいで表すことにする。
1.3　転置行列と転置写像
　行列　ヅ　jl　ヤ　の行と列を入れ替えた行列は
し　1｣
であるが，一
般に, n X m行列Åの行と列を入れ替えたｍ×,z行列をÅの転置行列
といい，S4と記す。
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転置行列に関する基本性質(l) m X n行列に関する操作Å→S4の線形
性:″(八十B) = 'A十'Ｂ，　'(aA) = a 'A ，(2)積Å召が定義できるとき
'(Al?)= 'B 54，(3)正則行列については(54)-1＝゛(ﾝ1-1)
命題１．１　Å,ｊを,7次正方行列とする。すべてのＸ.ｔl　Ｇ Ｅに対して
　　　　　　　〈ＡＪ,!/〉＝価召!/〉
が成り立つならば，召＝ｼ1である。
証明　Åら゜Σらくｅ，　,ｋｅ.〉1≦,/≦z7であるから，Åの第プ列ベクトル
は'(〈e＼,Aej〉,…,〈ら,Åら〉)，すなわちÅの(睨/)要素はくら,Åり〉で
ある。‾方’Ｂｅｊ ゛ lこeiくｅ;　,Ｂｅｊ〉であるから，ｊの(（/)要素はくら，
召り〉二〈Åら･り〉である。これから召二54であることがわかる。□
　£の１次変換f　ｅＬ(£)の£の自然基底に関する表現行列は，その第
ｙ列ベクトルが'(〈ｅいｆ(り)〉,…,〈らy(り)〉)であるような行列であり，
この対応は£(£)と肘。とのあいだの線形同形である(多元環としての同
形でもある)。
　f ｅＬ(£)を£の１次変換，ｘ,ｖ　Ｇ Ｅとする。9ｸ(!/)∈£＊をり(ｙ)･ｚ＝
び(れ!/〉によって定義すると，いま£からＦへの線形写像である。そ
こで，ｇ＝Ψｏ(ρとおくとｇは£の１次変換で
　　　　　　　び(牡!/〉＝〈ｚ,g(!/)〉　　ｚ,いΞ£　　　　　　　　　　　　(2)
が成り立つ。任意の１次変換がが〈ｚ,が(y)〉＝価油/)〉を満たすと，
〈ｚｙ(!/)一西/)〉＝Oで，Ｊ＝ｇ'(!／)一妁/)とおけばぼ(!/卜がy)|12＝O，
すなわちg'(!/)＝頑/)を得るから１次変換ｇは(2)によって一意的に定
まる。
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定義1. 1 (転置写像)ｆｅＬ(£)を£の１次変換とするとき，(2)によ
って定義される１次変換をｙの転置写像または随伴変換といい，ｙ
と記す。この記号を用いて(2)を書き直すと，
　　　　　　　び(れ!/〉＝〈ｚゴ(!/)〉　　ｚ,-ｕ　Ｇ　Ｅ　　　　　　　　　　　(2')
である。
　１次変換ｙの自然基底に関する表現行列をÅとすると，転置写像ｙ
の表現行列は54となる。
転置写像の基本性質　f,８　ｅＬ(£)ｆｖｐＲに対して以下が成り立つ:
il)"f=f, {2)'(f十8) = 'f十ｆｔ　1(ザ)＝alf，(3バi8of) = 'fo'g, (4)
/が同形ならば(ｿ)-1＝が-1)。
1.4　直交性
　ｚ,!/∈£について，〈ｚ,!/〉＝Oであるときズとｙは直交するといい
ｚ・!/と書く。£の部分集合ｓ,ｒについて，ｓの任意の要素がｒの任
意の要素と直交するとき，ｓと7'とは直交するといいｓｌｒと書く。
さらに，£の部分集合Ｓと直交する£の要素全体をＳ・と記す。
基本性質　£をベクトル空間, S,Tをその部分集合，(瓦玩Ａを部分集
合族とするとき以下が成り立つ:(1)かは£の部分空間である, (2)5
⊂Ｔならば訃⊃ド，(3)ジ＝(RS)｣一八4)(U瓦)１＝∩紆，(5)ジ。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λeA　　　　λeA
⊃RS, S・・｣-＝S｣-。
　£の要素叫,…,叫(1≦だ≦０について，〈14山男〉＝ら　1≦（/≦だ
が成り立つとき，ｕ1 ,…,叫を正規直交系といい，正規直交系である基
底を正規直交基底という。正規直交系は１次独立である。
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Schmidtの直交化　Ml ,…,叫が正規直交系でa;,Mi ,…,叫は１次独立
であるとする。
　　　　　　　V = X ―Σμj〈Zもバｒ〉
とおくと俯叫〉＝ｏ１≦ｊ≦んであるから, u ―ニとおくとMl ,･■･,
ｕいｕも正規直交系となる。
　ユークリッド空間においては，与えられた基底に対してSchmidtの直
交化を繰り返し適用することにより，正規直交基底を作ることが出来る。
１．５　直和
　この節に限り，とくに断らない場合，かならずしもユークリッド空間で
はない任意の実ベクトル空間を対象とし次元の有限・無限を問わない。
直積(瓦)むをベクトル空間の族とする。／は任意の集合(添字集合)で
ある。(瓦)むの積集合は，その要素脱稿パ払)む,‥ぺこ対して演算
ａ(恥)＝(ａ恥)，ａ（三Ｒ，(苓)十(払)＝脱十拓)を定義することによりベク
トル空間(直積)となり，Ｈ瓦と表記される。要素ｚ＝脱)ＥＨ瓦を
恥へ写す線形写像を戸こと記すことにする(Ｐｒむ(ｚ)＝恥)。次の命題は
直積の基本性質である。
命題１．２（Ｅご‰Ｉをベクトル空間の族，Ｆ
をベクトル空間，各むＥＩに対して天：
Ｆ→瓦を線形写像とすると，各むGl　＼こつ
いて戸≒ｏy＝天となるような線形写像
y:Ｆ→£＝Ｈ瓦がただ一９存在する．
― 128 －
直和　ぢクトル空間族(瓦福の直積£＝Ｈ瓦の要素ｘで，有限個を除
くすべてのむ＆I　＼こ対して匹(Ｊ)＝Oであるようなものからなる集合を
族(瓦)の外部直和といい，ｅ瓦と表記する。外部直和は直積Ｈ瓦の
部分空間である。らを戸≒(ｚ)＝O(乙片昿＝ら(乙＝ｇ)であるようなX e
田瓦゛写す線形写像ム：瓦→田瓦を標準単射といい。
　　　　　　　Ｊ＝Σλ(Ｐｒむｚ)　ａリΞＥ＝田瓦　　　　　　　　(3)
が成り立つ。命題１．２に対応して，外部直和について次の命題が成り立
つ。
命題１．３（瓦）むをベクトル空間の族，
Ｆをベクトル空間，各むGlに対して天：
瓦→Ｆを線形写像とすると，各むGl　＼こ対
して
が成り立つような線形写像ｇ：ｅ瓦→Ｆがただ一つ存在する。
記号　ここで定義されたg＝Σx oprｙ（D瓦→Ｆを単にΣ天と表す
ことにする。
部分空間の和と直和（瓦福をベクトル空間£の部分空間族とするとき，
集合Ｕ瓦から生成される£の部分空間（有限個の瓦からの要素４の和
Σ恥全体の集合で，これは£の部分空間となる）を族（瓦尨zの和といい，
Σ瓦と記す。とくに，有限個の部分空間族Ｅい…,八の場合には，その
和を£1十…十八，Σ瓦などと記す。
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定義1. 2 (部分空間族の直和)(瓦)むをベクトル空間£の部分空間族
とする。命題１．３の天として瓦から£への標準単射jj男むｅＥむに対
してλ(恥)＝恥∈£)をとってΣλ：ｅ瓦。£が同形となる場合，£
は部分空間族(瓦這zの直和であるという。これは，£の要素ｚが
瓦の要素の和ｚ＝Σ恥として一意的に表せることである。
記法　ベクトル空間の部分空間族(瓦福の和Σ瓦が直和であるとき，
外部直和との混同の恐れがなければ以降，これを(D瓦と記すことにする。
また，有限個の部分空間族£1，…,玖の場合には，£ｌｅ…ｅ玖とも記
すことにする。
命題1. 4 (瓦)むがベクトル空間£の部分空間族であるとき，以下は
同値である:
ａ)部分空間Σ瓦は，族(瓦福の直和である。
b)Σ恥＝Ｏ(恥∈瓦)ならば，各L＆I 　＼こ対して恥＝Ｏである。
　　μΞ/ｃ)各ｇＥ川こ対して，玖∩Σ瓦＝{O}である。
　　　　　　　　　　　　　り政
証明　ａ)⇔b):ａ)⇒b)は明らかである。Σ恥＝Σ肌とすると，Σ
(恥一肌)＝Ｏであるから，仮定b)より各むGl 　＼こ対して恥＝肌。これ
は，ａ)が成り立っていることを示す。
b)⇒ｃ):ｘｅＥ，∩Σ瓦とすると, X ―X = 0で，第１項のＪをＪ－Ｊの
　　　　　　　　　心玖成分と見れば，b)よりｚ＝Ｏでなければならない。したがって，
瓦∩Σ瓦＝{O}。
　　　心ｃ)⇒b):Σ恥＝Ｏ(恥∈瓦)とすると，らエーΣ恥∈玖∩Σ瓦。し
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　心　　　　　心たがって，ら＝Oo□
命題１．５　£を,7次元ユークリッド空間，Ｆをその部分空間とすると。
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が成り立つ。
証明　Ｆが£と一致したり，零空間である場合は明らかなので，そうで
ないと仮定する。Ｆの基底をJ1,…,ら(1≦だ< n)とし，これらを拡張
したJI,…,ら,ら｡ﾄ1,…,らを£の基底とする。この基底に順次Schmidt
の直交化を施して£の正規直交基底ｇぃ…, M≪,M≪士1,…,叫を作る。こ
のとき，哨。‥,４はＦの正規直交基底となる。叫士I,…,叫から生成さ
れる部分空間をＧとすると，Ｇ⊂Ｆ・であるから£＝Ｆ十Ｆ・であり，
xeF nF｣'とすると図12＝〈ｚ,ｚ〉＝Oであるからx = 0,すなわちF n
Ｆ・＝{Ｏ}である。したがって，(4)が成り立つ。□
　　2.射影
記法　ここで，以降用いる二つの記法を定義しておく:α1，…,らをベク
トルとして
　　　　　　　[α1，…。ｋ]はα1，…,らで生成される部分空間。
　　　　　　　(αぃ…,ら)はα1，…,らを列ベクトルとする行列。
また，以降，１次変換を表す行列　というとき，とくに断らない限り自然
基底に関する表現である。
2.1　射影の定義
定義２．１　ペクトル空間£上の１次変換f ｅＬ(£)が
　　　　　　　fofi=f)=f　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(5)
を満たすとき£のＦ＝y(£)上への射影という。
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　この射影の定義は，数学特有のその対象をきわめて抽象化したものであ
るが，それゆえにまた数学を展開していく上できわめて強力な効果を発揮
するのである。はじめに，この定義によれば，£上の零変換Ｏ(すなわち，
各・ｅＥに対してO(ｚ)＝OE£である変換)および，恒等変換１(すなわち，
各Ｘ　＆Ｅに対してl(x)= Xである変換)は，零空間{O}および£上への射
影であることに注意しておく。つぎに，　ｆｅＬ(£)が射影ならば，１－ｙ
も射影である。
　(5)と固有値の定義3)から， 　ｆｅＬ(£)が射影であるときは，その固有
値は１またはＯである，という射影の顕著な性質が得られる。またこの事
実から，ｙの階数はトレースに等しい，すなわち。
　　　　　　　rank y = Tr/
であることもただちにわかる4)。
2.2　射影と直和
命題２．１　ｙＥ£(£)が射影ならば，£＝y(£)十Ker/で，これは直和
となる。すなわち。
　　　　　　　£＝y(£)ｅ Ker/　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(6)
が成り立つ。
証明　ｎ≡£とすると, X -fix) e Keリであるから£＝ﾀﾞ(£)十Ｋｅリ
を得る。つぎに，y(£)nKer/から任意の要素y(Ｊ)をとると，y(ｚ)＝
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戸(Ｊ)＝Oであるからy(£)nKer/ = {0},すなわち£＝y(£)十Ｋｅｔｆ
は直和である。□
　£が二つの部分空間Ｆ，　Ｇの直和であるとき，£の各要素いまＦと
Ｇの要素の和丿十!/として表すことができ，これらX e F, y eGはこ
に対して一意的に定まる。したがって，£からＦへの写像こＥ-り7が定
義できるが，この写像は£のＦ上への射影である。このように，射影
は部分空間が一つ与えられただけでは定まらず，部分空間とその補空間が
与えられてはじめて決定される。
　例　太陽による地上への射影は，地球から太陽へのベクトル(太陽の位
　　置)次第で種々の異なったものになる。
上述の結果，つぎの定理が得られる。
定理２．１　ペクトル空間の射影全体からなる集合と，そのベクトル空間
の二部分空間の直和の組全体からなる集合との間には１対１の対応が存在
する。
2.3　射影を表す行列の一般形
　前節で述べたように，射影には二つの部分空間が関係する。この節では，
£はこれまでと同じくZZ次元ユークリッド空間とし, XJ,X2,…,ら，!/I，
!/2,…,!/八三£(O≦ん≦０とする。さらに，二つの部分空間Ｆ，Ｇ，お
よび二つのn X k行列Ｘ，ｙを以下のように定めておく。
命題2.2　rank ｘ ＝rａｎｋｙ＝た(O＜だ≦05)で同時にＦｎＧ｣-＝{O}
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であることは，正方行列ＴＸが正則であることと同値である。
証明　はじめに／ｙｘが正則であることを仮定する。もしもrank ｘ ＜た
であるとすると，ｚl,…,らは１次従属であるからＸぐ＝ｚlぐ1十…十
ら＆＝Ｏであるようなゼロでないベクトルぐ＝'(ぐ1,…,な)ｅＲｋが存在
するが，このいこ対して'ｙｘご＝Ｏである。これはzｙｘが正則である
ことに矛盾するからrank ｘ ＝たでなければならない。同様に, rank ｙ＜
たを仮定すると，ＴＸが正則でないという矛盾が生じ6)，rａｎｋ ｙ＝んで
なければならないことが解る。 rank ｘ ＝んであることが解ったので，Ｆ
の任意の要素はＸぐ＝JIご1十･‥十気心のような形に書ける。そこで，
ＸいΞＦｎＧ１とするとパＹＸξ＝Ｏであるからご＝0，したがって，
xe = o,すなわちＦｎＧ・＝{Ｏ}である。
　つぎに，逆を証明するには, 'Yxe = oのときぐ＝Ｏであることをいえ
ばよい。実際, 'Yxe = oよりＸぐＥＧ・であるからＸいΞＦｎＧ≒　し
たがって，Ｘぐ＝Ｏでなければならず，さらに, rank ｘ ＝んであるから
ぐ＝Ｏである。□
系　行列'ＸＸが正則であることと, rank ｘ ＝だ(O＜だ≦癩であるこ
ととは同値である。
定理２．２　'ｙｘが正則ならば，
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は£のＦ上への射影を表す行列である。また，この射影の核はＧ・で
ある。
証明
は射影を表す行列である。つぎに，この定理の仮定に命題２．２を適用し
2｡4　射影とその特異値分解
　任意のm X n行列Åは，適当な。次元直交行列びとz7次元直交行
列ｙによって，
－135－
別証　!'ｈ＋＼，…，ぬを部分空間Ｇ１の基底とする。このとき，べクトル
幻Ξ－″を£の基底ZI,…，らｊ/い1ロ‥，ぬを用いて
と分解できる7)。ここで，£= minfm, n }である。ここに現れるら,…，
Ｑを行列Åの特異値といい，上の等式の右辺を行列Åの特異値分解
という。以下の証明からわかるように，行列Åの特異値は行列沁4の固
有値から定まるのでÅに対し一意的に定まる。
特異値分解の略証m < nの場合について考える。半正値対称行列尨
の固有値をぺ≧…≧ぺ≧08)，柘(1≦j≦０を固有値吋に属するたが
いに直交する単位ベクトル9)，さらに, V = {vu…,‰)を,z次直交行列
とすると，
が成り立つ。行列沁4の階数は高々ｍであるから，ら,±1＝…＝ら＝０
であり，さらに，（ア1≧‥・≧ら＞ら＋1＝‥・＝ら,＝０であるとする。
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たがいに直交する単位ベクトル叫＋1,…,４を付け加え, m次正方行列
び＝（哨，…,４）が直交行列となるようにする。ん＋1≦j≦,7である
∩こ対してはO＝〈V; ,'AA V:〉＝〈AvfjAv･I〉よりÅ駒＝Ｏであるから，
（11）とあわせて
が成り立つ。したがって(10)が得られる。。≧z7の場合も同様に証明で
きる。□
が成り立つ。
　行列Åの特異値分解が(12)で与えられた場合，Åで表現される線形写
像をｙとすると，
である。以下では，とくに断らないかぎり(12)を行列Åの特異値分解と
いうことにする。
命題2. 3 /をベクトル空間£上の零写像でない射影,ｙの表現行列Å
の特異値分解が(12)で与えられるとすると，
　　　　　　　　　　　　　　－137－
が成り立つ。
証明ｙが射影であるからAA =A,したがってUD'VUD'V = UD'V
である。この両辺に，左から7)-1Wを，右からＷ)-1を掛けて甲び
＝7)‾1であり，これは対角行列で対称であるから(14)を得る。□
2.5　線形写像のノルム
　Ｅ，Ｆをニークリッド空間とするとき，ＥからＦへの線形写像／∈
Ｅ、Ｆにそれぞれ正規直交基底を定め、これらの基底に関する線形写像
f　ｅＬ（Ｅ;Ｆ）の表現行列がÅであるとするとび||＝||Å||である。これら
のノルムは以下の性質を持っている：
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命題2. 4 /が零写像でない射影ならば，
2｡6　正射影
　この節でもｙＥを,z次元ユークリッド空間, F, Gを部分空間とする。
であるとき，正射影という。
定義2. 3 /がユークリッド空間£の零写像でない射影であるとき，以
下は同値である。
―139－
を得る。つぎに，ｙは，ガの固有値峠…,回に属してたがいに直交す
る単位固有ベクトルを列ベクトルとする行列であるが，このうち固有値０
に属して正規直交系をなす固有ベクトルを列ベクトルとする行列をＷと
記すことにすると,(VW)は直交行列であるから
２番目の等号で結ばれた両辺に左から方を，右からびを乗じると，
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が成り立つことがわかる。この結果，ｙの表現行列(19)について'(び
D'V) = 'iUD'び)＝ＵＤ'Ｕが成り立つからｙ＝ｙを得る。□
系　ユークリッド空間の正射影全体からなる集合と，そのユークリッド空
間の部分空間全体からなる集合との間には１対１の対応が存在する。
証　定理のb)から，ユークリッド空間£の正射影ｙは，£の直和
£＝y(£)e/(£)｣-を与えるが，この直和は部分空間y(£)だけで決定さ
れるからである。□
系　Ｘを列ベクトルが１次独立であるz7×ん行列(1≦だ≦０とすると，
ｘ('ｘｘ)-１'ｘは正射影を表す行列で，その正射影をｙとするとy(£)は
Ｘの列ベクトルが生成する部分空間に等しい。
2.7　決定係数
　以下は　はじめに　の続きである。ｘ(″ｘｘ)-ｏｘで表される正射影をｙ
と記すことにする。か１(1－y)!/であるから
が成り立ち，右辺の第２項11(1一刀yll2は誤差の平方和である。この式か
ら明らに'誤差の割合||(1
1
ｺﾞヶ|12は首の値が大きいほど小さい。
すなわち，後者の値は，モデルの精度の目安となるもので決定係数とよ
ばれ，通常沢2と記される。図１からも明らかなように，がは二つのベ
クトル払ががなす角の余弦(cosine)の平方であり，したがって，内積を
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この式から，決定係数は，また，資料!/と，それをベクトルと見なして
平面7rへ正射影して得られる資料かとの相関係数の平方であることも
わかる。
　　3.多重正規分布
基本的定積分
　次の定積分が基本的である。
ガンマ関数
の記法を用いると，変数変換r＝ｚ2により，
が得られ，ガンマ関数の再縁公式Γ(μ＋1)＝ρΓ(μ)により一般に
が得られる。
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３。１　確率ベクトル
　Ｘ１,…,Ｘ。を確率変数とするとき，これらを座標とする確率ベクトル
をＸ＝'(ＸＩ,…,Ｘ。)と書くことにする。各Ｘバ1≦f≦zl)が期待値
E(X,)をもつとき／(Ｅ(Ｘ１),‥･,E(X。))をＥ(Ｘ)と書く。Ｍを(/漬)要
素が確率変数Ｍ/1であるような行列とし，各Ｍ/1が期待値をもつとき
Ｅ(Ｍ)をり冰)要素がＥ(Ｍｇ)である行列とする。
定義３．１　Ｅ(Ｘ)＝Ｏであるとき，Ｘの共分散行列を
と定義する．Ｅ(Ｘ'Ｘ)は(/漬)要素がE(X..X,)であるn X n行列である．
Ｅは線形作用素であるから、ｍｘ､z行列Åに対して
が成り立つ。
3.2　正規確率ベクトル
定義3. 2 C?を,z次正値対称行列とするとき，
のような形の密度関数をもつ,z次確率ベクトルは原点を中心とする正規
分布をするという。
定理３．１　密度関数に(29)をもつ原点を中心とする,z次元正規確率ベ
クトルＸ＝゛(ＸＩ,…,ｘｊは，以下の性質を持つ:
　(1)適当な直交行列Ｃを用いてZ = CX= '(Zi,…,Ｚｊと変換する
　　ことにより各要素Ｚ,が互いに独立である正規確率ベクトルとするこ
　　　　　　　　　　　　　　― 143 －
とができる，
証明　Ｘの密度関数が(29)であるとすると，Ｑは正値対称行列であるか
ら，行列式が１である適当な直交行列ｃを用いてＣＱ'Ｃを対角要素が
幄2,…,べ‾2(ら＞O)であるような対角行列とすることができる。Ｚ＝
ＣＸとおくと，Ｚは，その密度関数が
でなければならない。これは, z,,..｡昌がたがいに独立な平均0，分散
がそれぞれ峠…ぺである正規確率変数であることを示しており，
(1)が証明された。つぎに，Ｄ-1＝ｖａr(Ｚ)＝Ｃ ｖａr(Ｘ)でであるから，
ｖａr(Ｘ)＝(で£)Ｃ)-1＝Q‾1が得られる(2)。さらに，回…ぺ＝det7)-I＝
det(CVar(X)で)＝detｖａr(Ｘ)であるから, (31)と併せて(3)が得られ
る。□
系　XI,X2を１次元確率変数とするとき，'(XI,X2)が原点を中心とする
正規分布をするならば，Ｅ(ＸＩＸ２)＝ＯはXIとX2が独立であることの必
要十分条件である。
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3.3　条件付多重正規分布
を密度関数とする正規確率ベクトルとし，
　Ｙの周辺密度関数をφ（!/）とすると，ＸのＹ＝ｙのもとでの条件付密
度関数は
である。はじめに，これらを求める準備をしておく。
から，Ｅ(Ｕ″Ｖ)＝Ｏとなるために，すなわちＵとＶが独立であるために
ｊが満たすべき条件は，
である。以下では(34)が成り立っているものとする。
定理３．２　Ｙの周辺密度関数は
－145－
である。
証明　Ｗの密度関数77(叫む)は
を得るが，む＝!／,Ｖ＝Ｙであるから右辺は(35)に等しい。□
定理　３．３　条件Ｙ＝!/のもとでのＸの条件付確率の密度関数は
である。
証明
を計算すると式(37)となる。つぎに，
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である。もともとＥ(Ｚ)＝０であったから(33)よりとＥ(Ｗ)＝０であり，
したがって，Ｅ(Ｕ)＝Ｏである。したがって，第１項の積分はゼロであり，
また，第２項は明らかにＢ!Jとなるから(38)が得られる。□
3｡ 4　×2分布の自由度
　ＸＩ,…,Ｘ。がたがいに独立な平均0，分散１の正規確率変数とするとき，
確率変数
は自由度zzのX2分布をなすという。
標本分散　上と同じく，ＸＩ,…,Ｘ。がたがいに独立な平均0，分散１の正
規確率変数であるとき，
は，それぞれ，標本平均，標本分散とよばれる。
命題３．１　×１,…,Ｘ。をたがいに独立な平均0，分散１の正規確率変数
とすると，確率変数
は自由度n-lのχ2分布をなす。
証明　Ｘ＝’（Ｘい…,Ｘ。）とおいてＹを書き直すと，
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ここで，んはz7次単位行列，1いますべての要素が１である,z次正方行
列である．行列Å＝んー]し1,詞まÅÅ＝Åを満たすから，その固有値は
　　　　　　　　　　　　　　n
1またはＯであって，その階数は
に等しい。さらに，対称行列であるから適当な,7次直交行列Ｃにより
とすることが出来る。したがって，
となる。これらの
が成り立つから，たがいに独立な平均0，分散１である正規確率変数であ
ることが分かる。以上から，確率変数Ｙは自由度n-1のX2分布をな
すことが証明された。□
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